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Demostracio Demostracié. Demostrarem que 1 és irracional—  és irracional (perqué si 7 fora racional— 72 seria racional)
n.1—x)"
flx) = % fA—-x)=f®x Silal < 1, és evident. Farem la demostracié per reduccié a I'absurd. Suposem que 2 = % on a, b € N i primers entre ells.
: . . . P : . — pn. [2n _ 2n-2¢n1 2n—4 £(4) —_1)nfn)
Desenvolupant el binomi tindrem que: Derivant Si|a|] > 1, ho demostrarem per a > 1 (sia < 1, és similar) |Considerem: G(x) = b [n fx)—m ') +m f® () +k + (D (x)]
7 ) . n—
Lo ffA=x)=—f"(x) Com n és suficientment gran, considerem n = 2a,|cada coeficient és de la forma b™ - 7272k = pn. (g2)n=k = pn -% = a" . bk que és enter.
&) = = z ¢-xioncel , . d’aquesta forma tindrem: O 0 ) ‘ ) b
noe A —-x)=f"(x) i+l 4 d 1 Com, per 3, f®)(0) i f®)(1) sén enters, tenim que: G(0)i G(1) € Z I
il TS5 Calculem G (x) :
. m+1)! n+1 n! =2 n!
Derivant " " _ s , . .
FRQ0)=0€eZ sik<n o k>2n f(k)(1 —x) = (=1 fF®(x) ' N - G"(x) = b r?nf") — g2 f @ () 4. +m? D (x) + (—1)™f @72 (x) |1 ditim terme és 0 ja que F%(0) = 0si k > 2n
_I Sigang € N /o = 2a, tindrem que: Calculem G"'(x) + T[ZG(X) (Cada sumand esta canviat de signe en les respectives funcions) G'' (x) + nZG(x) = 11:2"+2b"f(x) = nza"f(x)l
ng+1 ng
Queé passasin< k <2n? e < l R Considerem la funcié: H(x) = G'(x) - sin(mx) — m - G(x) - cos (mx).
e+ 1)~ 2 ny!
o 1 Derivant: H'(x) = G (x) - sin(nx) + w - G'(x) - cos(nx) — - G'(x) - cos(nx) + 72 - G(x) - sin(mx)
&) =1 [nh- o + termes sols en x] De 1i 2 tenim: ano+2 1\2 g™
’ 1 m < (5) I Pertant: H'(x) = G"(x) - sin(mx) + % - G(x) - sin(nx) = sin(nx) - [¢"(x) + 72 - G(x)] = w? - @ - f(x) - sin(1wx) per 6
0 . 0
fOG) = vl [(m+ D! cpyq + termes sols en x] Pel teorema fonamental del calcul integral, tenim:
ano+k. 1 k a™
o 1 @) eZ vke N 2L < (_) 2 n2a® f £ () sin(mx) dx = H(1) — H(0) = 6’ (1) sin(m) — n6 (1) cos(m) — G'(0) sin(0) + 16 (0) cos(0) = w[G(1) + G(0)]
f (X)=;'(2n)!'fzn (o + k) ~ ne! )
‘s a0 Tenim, per tant: w2a™ folf(x) sin(mx) dx =n[G(1) + G(0)] » ma™ folf(x) sin(mx) dx =G(1) + G(0) € ZI per5
Per tant: Kk Si k és tan gran que acompleix 2 , tindrem:
f()(l)EZVkEN g d P sn' Sab. .0<()<l i0<x<1—0< " f(x) sin( )<""_'1'l in( )<"_an' 0 < x < 1.Pertant:
FmQ)=c, e otk abem que: fO) <y x T a" f(x) sin(nx - Sin(mx i Jaque x . Per tant:
—<c¢ 1 1 1
1) () — . (ng + k! na® na®
f O =M+ cp€Z ) » ) 0<n'a"ff(x)sin(n'x)dx<f—' dx—»O<n'a"ff(x)sin(n'x)dx<—'<e<1per4
Sin = ny + k (suficientment gran) s’acompleix: 3 ° n ° n
@m) = (2n) - @n—1) (M +1) €L a" H
fFER00) = (2m) - € ) ) Cn Tl <e Arribem a un absurde, un nombre enter: ma™ J. f(x) sin(tx) dx 7 entre els valors 0i 1. Impossible, per tant, 7 és irracional.
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Ry, () = ———(x —)"(x — x¢) on t € ]x¢, x[ R.Cauchy
Sif!, f", ... f®, f@+1) astan definides sobre [xg, x] — f(x) = f(xg) + f'(x0) (x — xg) +... +f™ (xg) (x — x¢)™ + Ry, 1, () on Si f"*D ésintegrable en [xg,x] — Ry, (%) =
f("ﬂ)(t)
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Ho demostrarem per reduccié a I'absurd. Suposem que e és racional. Es a dir, e = ponai b son naturals i primers entre ells. Elegim i > b i també n > 3. D’aquesta manera, tindrem:

a 1 1 1 3 1. ! ! l.

n: a n: n n
Z:e: —1+1'+2'+ + +Rn0(1) 0n0<Rn,0(1)<m De manera que: b '+1l+ + - + +nl n,O(l) Comn>bh-—

a
2 és enter. Tots els termes de I'igualtat sén enters per tant.
També deu ser enter: n!- R, (1) . Pero:

3
0<R,(()<—F~—0<n"R,)(1)<—— —0<n!"R,)(1)<——<<~ < 1 perqué n > 3. Es impossible perqué tenim un enter, n! - R, (1) entre 0i 1. El que haviem suposat és fals i, per tant, e és irracional.
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