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2n Cicle de Secunda Polinomis

ol .

Monomi

Un monomi (mono=uno) €s una expressio algebraica de laforma: P(x) = a-x"ona € Rin € N.

x rep el nom d’indeterminada o variable del monomi, pot emprar-se qualsevol lletra (x, t, s, ...)

Coeficient del monomi

Grau del monomi

P(x)=a - x"

Indeterminada

Exemples:
P(x) =3-x° coeficient a = 3 grau n=>5
Q(x) =—-2-x? coeficient a = —2 grau n = 2
R(t) =—V2-¢t3 coeficient a = —/2 grau n =3
T(x)=5-x coeficient a =5 graun=1
M(x) =7 coeficient a = 7 graun=20

Dos monomis sén semblants si tenen la mateixa indeterminada i el mateix grau.

Exemple: P(x)=4-x3 Q(x)=—-2-x3

Polinomi

Un polinomi (poli=molts) és la suma de dos o més monomis de grau diferent.

Si hi ha sols dos monomis, el polinomi rep el nom de binomi.

Exemples:
P(x)=3-x°+4-x3—-2-x? graun=>5
Qx)=x3+4-x2-2-x—4 grau n =3

No sén polinomis: P(x) =3 -x*—4-x72 -4 Q(x)=3-x%+5-x2—2-x+3
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A I'hora d’escriure un polinomi, sol ordenar-se segons el grau de cada monomi i normalment, de
major a menor.

En general, un polinomi té la forma:
PX)=an - x"+ap1 - x"1+-4a,-x*+a;-x+a
a, #0, a,_4,...a,, a4, ag € R sén els coeficients del polinomi.
a,, és el coeficient principal o director, que marca el grau del polinomi.
Sia, = 1, el polinomi s"Tanomena monic.

ay és el coeficient anomenat terme independent del polinomi.

Conjunt de tots els polinomis

Al conjunt de tots els polinomis de variable x li direm g)(oc)

Operacions amb polinomis

Per sumar dos polinomis es sumen els coeficients dels monomis semblants.
a-x"+b-x"=(a+b)- x"
Exemple:
P(x) = 4x3 + 5x% — 4 Q(x) =—7x*—2x3+x%>—4x+5

P(x)+Q(x) = —-7x*+2x3 +6x% —4x+1

1.- P(x) € )i Q(x) € ) = Grau[P(x) + Q(x)] < Max{Grau[P (x)], Grau[Q(x)]}
2-P(x) €N Q(x) € N) » P(x) + Q(x) € P Slei 20 composicis inkerna
3-P(x) € )i Q(x) € D) = P(x) + Q(x) = Q(x) + P(x) Commutatioa

4.-P(x) € Px). Q(x) € M) « R(x) € Nx) = [P(x) + Q)] + R(x) = P(x) + [Q(x) + R(x)]@ssociativa

5-P(x) € Px) = P(x) + 0 = P(x) € Nx) Element neutre
6.-P(x) € Px)» P(x) +[-P(x)] =0 —P(x)s’anomena oposat o simetric de P(x)  &lement simitiic
SiP(X) = apx™ + -+ apx? + a;x + ag = [-P(X)] = —ax™ — - —ayx? —a;x —qq
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Polinomis

SiP(x) =apx™+ -+ ax*+a;x+a, € Px)ileR
definim A - P(X) = da,x™ + -+ + dayx? + da;x + Aa, € )

Exemple:

3-(2x%2—2x+5)=6x2—6x+15

Propietats de la multiplicacié d’un numero real per un polinomi
1-P(x),0(x) € Px)ir€R -1 [P(X)+0Q(x)]=21-P(x)+1-0Q(x)

2-P(x) €eP)ia,BER - (a+P)-P(x) =a-P(x)+p-P(x)
3-P(x) e i, BER - (a-B)-P(x) =a - (B P(x))
4-P(x) € Px) > 1-P(x) = P(x)

Per multiplicar dos polinomis, es multiplica cada monomi d’un d’ells per tots els
altres de I'altre polinomi, sumant a continuacié els monomis semblants.

(ax™) - (bx™) = (a - b)x™*"

Exemplel: P(x) = 4x3+5x%—4 Q(x) = —7x*—2x3+x*>—4x+5
P(x) - Q(x) = (4x3+5x2—4) - (-7x*—2x3+x?—4x+5) =
= —28x7 — 8x° + 4x5 — 16x* + 20x5 — 35x° — 10x> + 5x* — 20x> + 25x2 + 28x* + 8x3 — 4x% + 16x — 20 =
= —28x7 — 43x° + 24x5 + 17x* — 12x% + 21x? + 16x — 20
—22% 4522 46z -3
X 3z? +r =4
Exemple2: 8% —2027 —2dz +12
—2z%* 452 4622 3z
—62° +152* +18z%F —9z2
—62° +132* +31x* —232° 2Tz +12

1.- P(x) € )i Q(x) € ) = Grau[P(x) - Q(x)] = Grau[P(x)] + Grau[Q(x)]

2.-P(x) € M) i Q(x) €9 - P(x) - Q(x) € Na) Shi e composicid intewna
3-P(x) € P i Q) € Pw) = P(x) - Q(x) = Q(x) - P(x) Commutalisa
4-P(x) € M) Q(x) ENx) « R(x) € = [P(x) - Q(0)] - R(x) = P(x) - [Q(x) " R(X)]  @usociatia

5-P(x) € Px) > P(x) - 1=P(x) € P lement unital

6.-P(x) € ). Q(x) € ) « R(x) € Px) = P(x) - [Q(x) + R(x)] = P(x) - Q(x) + P(x) - R(X)Distuibutisa
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Siguen P(x) € Plx) i Q(x) € Plx) on grau[P(x)] = grau[Q(x)] = IC(x)i R(x) € Plx)
de forma que P(x) = C(x) - Q(x) + R(x) i grau[R(x)] < grau[Q(x)]

P(x) Q(x)
R(x) C(x)

Per dividir dos polinomis es procedeix de la seglient forma (divisio euclidea):

dividend _I—> divisor
3ot —22°  442? 422 -3 r? 2z -1 4J_

—3x* +62° 4+3a2? 327 44z +15
0 42 4727 +2¢r -3
—d4x®  4Rx?  4dr L‘
0 152 46z -3
—1522 430z +15 auocient
+36x +12
residu

Per dividir un polinomi P(x) € Px) per (x —a) on a € R, podem aplicar la regla de

Ruffini que ens ddna el quocient i el residu de la divisié de P(x) entre (x — a).
Exemple practic

Si volem calcular el quocient i el residu de la divisié (x* — 3x3 + 2x — 4): (x — 2)
procedirem de la seglient forma:

El quocient de la divisié és C(x) = x3 — x? — 2x — 2

El residu de la divisi6 és R(x) = —8
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Valor numeric d’un polinomienx = a

Donat el polinomi P(x) € Px), anomenem valor numeric de P(x) enx = a al valor P(a).
Exemple:
Si P(x) = 4x3 — 2x% + x — 5, el valor numéric de P(x) en x = —2 és:
P(-2)=4-(-2)%-2-(-2)24+(-2)-5=-32—-8-2—-5=—47
Regla de Ruffini per calcular el valor numéric d’un polinomi en x=a

Si P(x) = 4x3 — 2x% + x — 5, el valor numéric de P(x) en x = —2 és:
(& -2 1 -5
22 -8 20 -42
‘ 4 -10 21 -47

De les propietats anteriors es desprén el seglient teorema:
Teorema del residu: El residu de la divisié de P(x) per (x — a) és P(a).
Demostracio:

En dividir P(x) entre (x — a), tindrem P(x) = C(x) - (x —a) + R(x), on grau[R(x)] =0

Sicalculem P(a): P(a)=C(a)-(a—a)+ R(a) =R(a)

Arrel o zero d’un polinomi

Donat el polinomi P(x) € Px), direm que a € R és arrel o zero de P(x) & P(a) =0

Exemple: Si P(x) = —2x3 4+ 4x? —x — 1 > x = 1 ésuna arrel de P(x) jaque P(1) =0

Es tracta de buscar aquells valors a € R que fan P(a) = 0

Si P(x) = 4x3 — 2x? + 3x — 5, una arrel de P(x) és x=1 ja que:
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Per poder trobar les arrels d’'un polinomi, podem repetir I’anterior procés amb el quocient de la
divisid.

Exemple: Si P(x) = x3 — 4x? + x + 6, les arrels de P(x) sén x=2, x=-1 i x=3 ja que:

@ -4 1 6
2 2 -4 6

@ 2 3 0
-1 1 3

@ -3 0
3 3

@ 0

Les possibles arrels racionals del polinomi P(x) = a,x™ + -+ + ayx? + a;x + a,

, tdivisors(a
son de laforma: x = —(0)
divisors(ay)

Exemple:

Si P(x) = 2x3 — 3x% 4+ x + 3, les possibles arrels racionals de P(x) sén de la
tdivisors(3) _ +1,3 (1 ~13 -3 1-13 -3

forma: x = =—= —_,=,—
divisors(2) 1,2 2’272’ 2 )

Es possible que cap dels anteriors nimeros siga arrel del polinomi; pero, si P(x) té
alguna arrel racional, sera un dels valors anteriors.

Per calcular les arrels racionals d’un polinomi ens basarem en aquesta propietat anterior i
en la regla de Ruffini.

També podem calcular les arrels d’un polinomi P(x) resolent 'equacié P(x) = 0, ja que
els valors que volem calcular fan que el valor numeric del polinomi siga 0.

Generalment, per calcular les arrels d’un polinomi de primer o segon grau, es resol
I'equacié P(x) = 0. Si el grau és superior a dos, s’inicia el procés aplicant la regla de
Ruffini i, a continuacid, resolent I'equacid que resulta d’igualar I'Gltim quocient a 0.

SiP(x) =x3—4x%2+5x —2 > x2—=3x+2=0
1 -+ 5 2 x = AT st (2
21 2 1
1 1 -3 2

. Si una arrel esta dues vegades, es diu que I'arrel és doble. Si
1 -3 2 0 | apareix tres vegades, es diu arrel triple, i aixi successivament.
En aquest exemple, x=1 és una arrel doble.
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Divisio exacta. Polinomis divisibles

P(x) és divisible per Q(x) & Elresidu de la divisié de P(x) per Q(x) és 0.

Teorema del residu (ampliacis)
De les propietats anteriors es desprén la segiient versié del teorema del residu:
P(x) és divisibleper x —a & P(a) =0 & a és arrel de P(x)
Factoritzacio
El procés de factoritzacié d’un polinomi consisteix a expressar-lo com producte de polinomis.
Exemple: P(x) =3x3—27x =3x(x> —9) = 3x(x + 3)(x — 3)
Per factoritzar un polinomi:
Factor comt Sempre que es puga traurem factor comu: P(x) = —2x* + 4x = 2x(—x3 + 2)
Igualtats notables Recordem les igualtats:
Binomi al quadrat
(a + b)? = a? + 2ab + b? (a — b)? = a? — 2ab + b?
Suma per diferéncia
(a+b)-(a-b)= a? — b?
Binomi al cub

(a £ b)® =a®+3a’b + 3ab? + b3

Arrels del polinomi

Six=aésarrelde P(x) » P(x) =(x—a) - -C(x)

Exemple: Si P(x) = 4x3 — 2x? + 3x — 5, una arrel de P(x) és x=1 ja que:
(&) -2 3 5
1 4 2 5

‘ 4 2 5 0| P(x)=(x—1)-(4x2+2x+05)

Exercici: Factoritzeu el polinomi P(x) = 3x* — 3x3 — 12x% + 12x

P(x)=3x-(x3—x2—4x +4) Factor comu 3x
P(x)=3x-(x—1) - (x* — 4) x=1 és arrel del polinomi. Factor (x — 1)
Px)=3x-(x—1)-(x+2)-(x—2) Suma per diferéncia. Factors (x + 2) - (x — 2)
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MCD i MCM

El procés per calcular el MCD i el MCM de dos polinomis és semblant a allo que realitzem amb els

numeros enters.

Exemple:
P(x) =x%—3x+2 Q(x) =x2—1
P(x)=x?—3x+2=(x—1)-(x—2) Q) =x2—1=(x—-1)-(x+1)
MCM[P(x),Q(x)] =(x—-1)-(x—=2)-(x+ 1) MCD[P(x),Q(x)] = (x — 1)

Fraccions algebraiques

L s . P(x .
Una fraccié algebraica és una fraccid de la forma ﬁ onP(x)iQ(x) € Pa).
5x3-2x-3 4x x*-3x2+4x-2
Exemple: —_— —_—
x2-1 x2-9 x2-3x+2

El treball amb fraccions algebraiques és semblant a allo que fem amb les fraccions numeériques.

Per simplificar una fraccié factoritzarem el numerador i denominador.

Exemple:

x*—3x%+4x-2  (x-1)-(x3+x%-2x+2) _ x3+x2-2x+2
x2-3x+2 (x-1)-(x—2) - x—2

Si es pot, és interessant simplificar les fraccions.

Per sumar fraccions utilitzarem un procés semblant a la suma de fraccions numeériques.

Exemple:

X

X 3 +2)(x—D)+x(x-2)(x-1)-2x(x-2)(x+2) _  -x3+13x-6
x+2

(x-2)(x+2)(x-1) T (x=2)(x+2)(x-1)

3 2x
x—2 + x-1

Aquesta fraccié no es pot simplificar més.

Per multiplicar fraccions emprarem un procés analeg al producte de fraccions
numeriques.
Exemple:

x x3—4x _ x-x-(x2-4) _xx(x=2)(x+2) _ xx-(x+2) _ x% (x+2)

x=2  x+1  (x=2)-(x+1)  (x-2)-(x+1) x+1 x+1

Aquesta fraccié no es pot simplificar més.
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Exercicis proposats

1.- Calculeu les seglients sumes i restes:
a3x?+5x?%= b—3x2+ 5x2 —8x2 + 4x% =
c7x3+5x3 = d —4x* + 5x* — 3x* + 4x* =

2.- Lleveu els parentesi:
a2(3x3+5x%) = b—3(—3x5+5x3 —8x2 + 4x) =
c—2(7x3+5x%2—-3) = d—(—4x* +5x3 —3x%2 +4x —5) =

3.- Calculeu els seglients productes:

a3x?-5x3 = b—3x5-5x3 x2 4x =
c7x3-5x%-(=3) = d—4x*-x3-4x-5=

e (2x — 1)(3x3 +5x2) = f (x—3)(—3x> + 5x3 — 8x?% + 4x) =
g(x+2)(7x3+5x2-3) = h —x(—4x* + 5x3 — 3x? + 4x — 5) =
i(3x2+5)(2x—3) = J(=3x3—-8x2+4)(x?—-1) =

k(x> +x2-3)Bx—1) = | (x3—3x%+4x —5)(-3x+4) =
m(x3 —5x2 +4)(—2x%2+3) = n(x?-3)Bx—-2) =

4.- Calculeu, aplicant productes notables:

a(2x —3)%2 = b(x2-1)%2= c(Bx+1)2=
d(4x +5)(4x —5) = e(—2x2+3)? = f(x2-3)(x%2+3) =
g(—x+4)?= h(x—4)(x+4) = i(2x+3)(2x—3) =

5-SiP(x) =3x*—2x34+x—-4,0(x) =x2+3x +2iR(x) = 2x3 + x + 3, calculeu:

aPX)+Q)+RMx)=  bPX)—-Rx) = e¢PX)+Rx -Qx) =
dR(x) +Q(x) —P(x) = eQ(x) +R(x) = fP(x)—Q(x) =
g3P(x) —2Q(x) = h3R(x) —xQ(x) = 1P(x)—3x2Q(x) =
1Q(x) - R(x) = kP(x) - R(x) = 1Q(x) - P(x) =

m 3P(x) —xQ(x) — [R()]* = nQ()-x*—R(x)-Q(x) - x =

6.- Amb els mateixos polinomis de I'exercici anterior, calculeu el quocient i el residu de les
seglients divisions:

aP(x):Q(x) b R(x): Q(x) c[P(x) +Q(x)]:Q(x)
d xR(x): Q(x) e [P(x) = 2xQ(x)]: Q(x) f[2P(x) — 6x*Q(x0)]: Q(x)
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7- Si P(x)=x3—-2x+1, Q(x)=5x>+3x3—2x2+x+7 i R(x)=x*+3x3-3x+5,
calculeu el quocient i el residu de les seglients divisions:

aQ(x):P(x) b R(x): P(x) cQ(x):R(x) d xR (x): P(x)

8.- Amb els mateixos polinomis de I’exercici anterior, calculeu el quocient i el residu de les
seglients divisions:

a P(x): (x — 1) b Q(x):(x — 1) CR():(x— 1)
dP(x): (x — 2) e Q(x): (x — 2) FR(): (x — 2)
gP(0): (x+1) h Q(): (x + 1) iRGO: (x + 1)
| PO (x + 2) KQGO): (x +2) |RGO): (x + 2)
m P(x): x nQ(x):x 0 R(x): x

9.- Comproveu a |'exercici anterior que el residu de la divisié de P(x) entre (x — a) és P(a).

10.-Si P(x) = 3x* —2x3+ x — 4, Q(x) = x? + 3x + 21 R(x) = 2x3 + x + 3, calculeu el valor

numeric de:
a Px)enx=1 b Qx)enx=-1 CR(x)enx =2
dP(x)enx = -2 eQ(x)enx =3 fR(x)enx = -2

11.-SiP(x) =4x3 —5x+1 , Q(x) =2x*—3x3+5x+3 i R(x) = x*+3x%2+6, calculeu
mitjancant la regla de Ruffini el quocient i el residu de les seglients divisions:

a P(x):(x—1) b Q(x):(x—1) CR(x):(x—1)

dP(x): (x —2) e Q(x): (x —2) fR(x): (x —2)

gP(x):(x+1) hQG): (x + 1) i R(x): (x + 1)

iPO): (x +2) KQ(x): (x +2) | R(x): (x + 2)

m P(x): (x — 3) nQ(x): (x —3) 0 R(x): (x — 3)
12.- Calculeu les arrels i factoritzeu els segiients polinomis:

aP(x)=x?>-5x+6 b P(x) =3x%-3

¢ P(x) = 5x° — 5x2 dP(x) =2x%—2x% +2x — 2

eP(x) =2x3+4x?>+x+2 fP(x)=x*-1

gP(x) =2x3 —4x? +x -2 h P(x) = 3x3 — 9x% + 6x

i P(x) = x3 4+ 5x2 —9x — 45 jP(x) = x* —9x?

13.- Calculeu les arrels i factoritzeu els seglients polinomis:
aP(x)=x*—x3—13x%2+x—12 b P(x) =x*—3x3—7x%2—-27x—18

cP(x) =x3—12x%2 4+ 41x — 30 d P(x) = 5x3 — 20x? — 20x + 80
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14.- Calculeu les arrels i factoritzeu els seglients polinomis:

a P(x) =x3+43x%—4x—12 b P(x)=x3—4x>+x+6
cP(x) =2x3—5x%—23x—10 dP(x) = x° — x* — 4x3 + 4x?
eP(x) = x3—3x? —4x fP(x) =x*—2x3—7x2+8x+12

15.- Donat el polinomi P(x) = 3x% — 4x* + 2x3 + a, calculeu el valor del parametre a perqueé el
residu de la divisié del polinomi P(x) per (x + 2) siga 8.

16.- Calculeu el valor d’m perqué la divisi6 P(x) = 2x°+3x3+mx—5 per (x —1) siga
exacta.

17.- Calculeu el valor de k perqué 3 siga una arrel del polinomi P(x) = 4x3 — 3x + k.

18.- Expresseu com un producte les seglients expressions:

ax?—4x+4= b4x? —8x+4 = c9x? —4 =
d25x2+10x+1= e25x2—1= fx*+6x2+9=
19.- Expresseu com un producte les seglients expressions:
a9 —x?= b4x? —8x = c9x?—16 =
d2x3 —4x% +4x = e2—5x%= f5x3—10x =
20.- Traieu factor comu en les seglients expressions:
a9x — 3x?% = b4x? —8x = c5t? -5t =
d2s3—2s%2+2s= ex?+x= f15t3 + 3t2 =
21.- Simplifiqueu al maxim les seglients fraccions algebraiques:
x2-x-2 xZ-x b+b?
x2+4x+3 x3-2x2+x § a+ab
2a2-5a-12 _ x%2-2x+1 xZ-2x
az-16 x2-x x3—4x2+4x
ab+(ab)? 2a%-5a-12
atab az—-4a
22.- Calculeu i simplifiqueu:
x+8 1 _ —xt6 1 x+2
x2+4x  x+4 x3-2x2  x-2 xz

x+1 3
x2-1 = x-1
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2a%-5a-12 a+4 _

@ conjunt buit;

az-16  2a+3

€ pertany;
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